
Sada p°íklad· na integrály závislé na parametru

Pouºíváme následující dv¥ v¥ty o integrálech závyslých na parametru:

V¥ta 1 (Lebesgueova; o spojité závislosti integrálu na parametru) Bu¤te

(X,A, µ) prostor s mírou, T metrický prostor a f : T ×X → R funkce. Nech´

dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ T ,

(ii) f(·, x) je spojitá na T pro s.v. x ∈ X,

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe |f(t, ·)| ≤ g) s.v. pro v²echna t ∈ T .

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ T a funkce F : t 7→
∫
f(t, x) dµ je spojitá na

T .

V¥ta 2 (Zám¥na integrálu a derivace) Bu¤te (X,A, µ) prostor s mírou, I ⊂
R interval a f : I ×X → R funkce. Nech´ dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ T ,

(ii) existuje N ∈ A, µ(N) = 0, taková, ºe pro v²echna x ∈ X \N a pro v²echna

t ∈ I existuje vlastní derivace d
dtf(t, x),

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe pro v²echna t ∈ I, | ddtf(t, x)| ≤ g(x) pro s.v.

x ∈ X,

(iv) existuje t0 ∈ I takové, ºe f(t0, ·) ∈ L1(µ).

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ I, funkce F : t 7→
∫
f(t, x) dµ(x) je diferen-

covatelná na I a platí F ′(t) =
∫

d
dtf(t, x) dµ(x), t ∈ I.

P°íklady:

**1. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax
2

dx

je spojitá na (0,∞).

**2. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

xa−1e−x dx,

je spojitá na (0,∞).

**3. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

sinx

x
e−ax dx,

je spojitá na (0,∞).
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**4. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ 1

0

log(x2 + a2) dx,

je spojitá na (0,∞).

**5. Dokaºte, ºe funkce

F (a) =

∫ ∞
0

xa−1e−x dx,

má na intervalu (0,∞) derivace v²ech °ád· a spo£t¥te je (ve form¥ inte-
grálu závislého na parametru).

**6. Spo£t¥te

F (a) =

∫ ∞
0

1− e−ax

xex
dx,

pro a ∈ (−1,∞).

**7. Spo£t¥te

F (a, b) =

∫ ∞
0

sin(ax)

x
· e−bx dx,

pro a ∈ R, b ∈ (0,∞).

**8. Spo£t¥te

F (a) =

∫ π
2

0

1

cosx
· log

(
1 + a cosx

1− a cosx

)
dx,

pro a ∈ [−1, 1].

**9. Spo£t¥te

F (a) =

∫ ∞
0

arctan(ax) · arctan(bx)
x2

dx,

pro a, b ∈ R.

**10. Na£rtn¥te graf funkce

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax

1 + x2
dx

na [0,∞). Ukaºte, ºe na (0,∞) platí F ′′(a) + F (a) = 1
a .
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