Sada piiklada na integraly zavislé na parametru

Pouzivame nésledujici dvé véty o integralech zavyslych na parametru:

Véta 1 (Lebesgueova; o spojité zavislosti integralu na parametru) Budte
(X, A, 1) prostor s mirou, T metricky prostor a f : T x X — R funkce. Necht
ddle

(i) f(t,-) je méfitelnd pro kazdét € T,
(ii) f(-,z) je spojitda na T pro s.v. x € X,
(iii) emistuje g € L1 () takovd, Ze |f(t,-)| < g) s.v. pro viechna t € T.

Pak f(t,-) € L' (u) pro vsechna t € T a funkce F : t — [ f(t,z)du je spojitd na
T.

Véta 2 (Zaména integralu a derivace) Budie (X, A, u) prostor s mirou, I C
R interval a f: I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je méFitelnd pro kazdé t € T,

(ii) emistuje N € A, u(N) = 0, takovd, Ze pro vSechna x € X\ N a pro viechna
t € I existuje vlastni derivace %f(t, x),

(ili) ezistuje g € L' () takovd, Ze pro viechna t € I, |4 f(t,2)| < g(z) pro s.v.
e X,

(iv) ezistuje to € I takové, Ze f(to,-) € L (1).
Pak f(t,-) € LY(w) pro vsechna t € I, funkce F : t— [ f(t,z)du(z) je diferen-
covatelnd na I a plati F'(t) = [ L f(t,2)dp(z), tel.

Priklady:

1. Dokazte, ze funkce

je spojita na (0, o).

2. DokaZte, ze funkce

je spojita na (0, 00).

3. Dokazte, Ze funkce

je spojita na (0, 00).



*8.

**9

10.

. Dokazte, ze funkce

1
F(a) = / log(z? + a?) dz,
0

je spojita na (0, 00).

. Dokazte, Ze funkce

F(a) :/ e ® dx,
0

mé na intervalu (0, 00) derivace vSech Fadu a spoctéte je (ve formé inte-
gralu zavislého na parametru).

F(a) :/ 1-e™ da,
0

xe*

. Spoctéte

pro a € (—1,00).

. Spoctéte

o
F(a,b) :/ sin(az) s dr,
0

pro a € R, b € (0,00).

Spoctéte
71 1
F(a):/ -log( +acoso:) de.
o COsZT 1—acosx
pro a € [—1,1].
. Spoctéte
Fla) = /°° arctan(ax) -2arctan(bx) d.
O :,L.
pro a,b € R.
Nacrtnéte graf funkce

oo e*(l{E
Fla)= | £ —4a
(a) /0 1122

na [0, 00). Ukaite, Ze na (0, 00) plati F'(a) + F(a) = L.



